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RESUMEN MATEMÁTICAS II (Septiembre 2016) 

I) ÁLGEBRA 
A) MATRICES 

1) Operaciones con Matrices: Suma. Resta, Multiplicación. 

2) Cálculo de la matriz Adjunta, Traspuesta e Inversa de una matriz. 

3) Cálculo de rango de una matriz. 

B) DETERMINANTES. 

1) Cálculo de determinantes de matrices cuadradas. 

2) Propiedades de los determinantes. 

C) RESOLUCIÓN DE SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES 

1) Discusión de sistemas (Aplicación de Rouché-Frobenius). 

2) Resolución de sistemas (Gauss o Cramer). 

 

II) GEOMETRÍA 
A) VECTORES 

1) Vectores linealmente independientes, base de R3. 

2) producto escalar, producto vectorial y producto mixto. Aplicaciones. 

3) Ángulo que forman dos vectores. 

B) ECUACIONES 

1) Ecuaciones de la recta. 

2) Ecuaciones del plano. 

C) POSICIONES RELATIVAS 

1) Posición relativa entre dos rectas. 

2) Posición relativa entre dos planos. 

3) Posición relativa entre recta y plano. 

D) CALCULOS 

1) Distancia entre dos rectas, dos planos, de recta a plano. 

2) Ángulo que forman  dos rectas, dos planos, recta y plano. 

3) Punto de corte entre dos rectas, recta y plano. 

4) Recta intersección entre dos planos. 

 

III) ANÁLISIS 
A) CÁLCULO DE LÍMITES. 

B) DERIVADAS.  

1) Cálculo de derivadas. 

2) Aplicación. 

C) FUNCIONES 

1) Dominio 

2) Asíntotas. 

3) Continuidad. 

4) Derivabilidad. 

5) Calculo de extremos relativos. 

6) Puntos de inflexión 

D) INTEGRALES 

1) Cálculo de integrales 

2) Aplicación. 
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CONTENIDOS EXAMEN DE SEPTIEMBRE 

 

Los contenidos del examen de septiembre serán según el resumen anterior.  

A continuación se pone un mero ejemplo de cada uno de los contenidos. En el examen los ejercicios serán 

DISTINTOS pero similares. 

MATRICES 

 Operaciones con Matrices: Suma. Resta, Multiplicación. 

 

 a)      

0 1 1 0 0 1 1

A I 1 1 0 0 0 1 1 0

1 0 0 0 0 1 0

      
     

          
           

  

   

2

2 2

2

1 1 1 1 2 2 1 2 6 3 4

A I 1 1 0 1 1 0 2 1 2 2 1 3 2 1

1 0 1 0 2 1 1 4 1 5

                
      

                     
                 

 

Igualando, por ejemplo, los elementos a13:    2 4 2       . 

Ahora basta comprobar que para 2   los restantes valores de ambas matrices son iguales. 

 Cálculo de la matriz Adjunta, Traspuesta e Inversa de una matriz. 

 

1 1A X A B X A A B X A B A          

Calculemos  1A :      
3 1

A 3 2 1
2 1

     
 

   

  
 t

t t 1
Adj A3 2 1 1 1 1

A Adj A A
1 1 2 3 2 3A


       

          
       

 

Por tanto:    

    
3 1 1 1 1 1 3 1 1 1 1 1 5 2 1 1 9 11

X
2 1 2 1 2 3 2 1 2 1 2 3 4 1 2 3 6 7

                     
                          

                              
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DETERMINANTES 

 Propiedades de los determinantes. 

 

Si B es simétrica entonces t t 3B B B B 2B 2 B 8.( 3) 24          

 Inversa de una matriz por adjuntos 

 

 

 
DISCUSIÓN DE SISTEMAS 

 Aplicación Rouché-Frobenius y resolución de sistemas por Gauss 
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6 02 2 6 02 2

m 2 2 2 4 2 0 0 2 2

62 2 1 0 0 0 1

   
   

     
     

  

    rgA=2    y  rgB=3sistema incompatible 

6 02 2 6 02 2

m 2 2 2 4 2 0 0 10 2

6 32 2 0 0 312

    
   

      
     

  

    rgA=2    y  rgB=3sistema incompatible 

 

 

 

 
 

 

 

Resolvemos 

Si 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

m 0, 1 m m m 1 0 m m m m m 1

m m m 1 0 0 m m m 1

   
   

       
      

  

    

2

2

(m m )z m 1

m 1 m 1 1
z

m(m 1) m(m m )

  

 
   

 



        

2 2

2 2

2 2

2 2

(m m )y (m m )z m 1

1
(m m )y (m m ) m 1

m

1
(m m )y (m m ) m 1

m

m m m m
0

m

y 0

    

    

     

  




                    

    

x y z 1

1
x 1

m

1 m 1
x 1

m m

  

 


  

                

 

Qué pasa si m=0 

1 1 1 1

m 0 0 0 0 1

0 0 0 1

 
 

   
 
 

 Rango A=1, Rango A*=2 por RF,  sistema incompatible 

 



 

5 
 

Qué pasa si m=1 

1 1 1 1

m 1 1 1 1 1

1 1 1 1

 
 

   
  
 

 Rango A=Rango A*=1  por RF, sistema compatible indeterminado 

Solución con dos grados de libertad (nº incógnitas-rango A) 

x y z 1

x 1

y

z

  

  

 

 

 

 

GEOMETRÍA 

 
 

a) 

2 0 9

3 1 2 8 27 45 4 14 0

5 1 4

       



 luego los vectores son linealmente independientes. 

b) el ángulo que forman dos planos es el ángulo que forman sus vectores normales, hallaremos su producto escalar. 

   








    243975,0

420

5

3014

5

512213

1016
cos      cos  n  nnn

222222
2121 

075   52'  43''  

 

 

 

 

 

 

 

ECUACIONES DE RECTAS Y PLANOS Y POSICIONES RELATIVAS 

 

a) El vector  4,2,4 AB  es un vector normal del plano. Su ecuación es por tanto:  0424  Dzyx . 

Como el plano pasa por el punto medio del segmento AB,
 

)2,2,0(
2

,
2

,
2

212121 






  zzyyxx
:  

402*42*20*4  DD .   

Por lo tanto, la ecuación del plano   es:  04424  zyx  

b)  El tetraedro tiene por vértices el origen O y los puntos de intersección del plano   con los ejes coordenados: 



 

6 
   Con OX:       0 , 0 , 1OX      0 , 0 , 1 X    

0

0

0222
















z

y

zyx

  

  Con OY:     0 , 2 , 0OY      0 , 2 , 0 Y     

0

0

0222
















z

x

zyx

 

  Con OZ:      1 , 0 , 0OZ      1 , 0 , 0   Z   

0

0

0222
















y

x

zyx

 

Por tanto:     3u  
3

1
 2  

6

1
   

100

020

001

  
6

1
   OZ , OY , OX  

6

1




V  

c) La recta está caracterizada por el origen de coordenadas y el vector direccional AB . Su ecuación continua es:   

212
      

424 







zyxzyx
 

 

 

 

Z 

y 

X 
O 
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a)  Vector direccional de la recta r :    u 2 , 5 , 4  .   Vector normal al plano  :    n 2 , 4 , 4  

Como u n 4 20 16 0      entonces son perpendiculares luego la recta es paralela al plano o está contenida en 

él. 

Un punto de la recta es  P 1 , 5 , 3  . Veamos si está también en el plano:   2 20 12 5    el punto no pertenece 

al plano y, por tanto, la recta y el plano son paralelos 

b)  El plano 1  está determinado por un punto de r, por ejemplo  P 1 , 5 , 3  , un vector direccional de r, por ejemplo 

 u 2 , 5 , 4  , y un vector normal a  , por ejemplo    n 2 , 4 , 4 1 , 2 , 2  . Su ecuación es: 

   

x 1 y 5 z 3

2 5 4 0 18 x 1 9 z 3 0 18x 18 9z 27 0 18x 9z 45 0

1 2 2

  

                     

   2x z 5 0     
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 Distancia entre dos rectas, dos planos, de recta a plano. 

Calcular la distancia que hay entre ambos planos   y  : 03zy2x2        01zy2x2 
  

Los planos    y     son paralelos con el mismo vector normal.. La distancia entre ambos es: 

3

4

122

13

CBA

'DD
d

222222










  

 Ángulo que forman  dos rectas, dos planos, recta y plano. 

 

a)  Obtendremos un vector u  direccional de r y un vector v  direccional de s que deben ser linealmente independientes 

(sus coordenadas no deben ser proporcionales). Asimismo, un vector AB


 cuyo origen sea un punto de r y cuyo extremo 

sea un punto de s que deberá ser linealmente dependiente de u  y v . 

 Dos puntos de r son:    
 

 
   

z 4 : x 0 , y 4 A 0 , 4 , 4
AP 4 , 8 , 4 u 1 , 2 ,1

z 0 : x 4 , y 4 P 4 , 4 , 0

     
      

     
 

 La ecuación de s viene dada en forma continua:   
x 0 y 4 z 4

1 1 1 2

  
    por lo que un punto es  B 0 , 4 , 4  y un 

vector direccional  v 2 , 2 ,1  

Puesto que las coordenadas de u  y v  no son proporcionales, los vectores no tienen la misma dirección    las rectas se 

cortan o se cruzan.  Como además tienen un punto común:  A B ,  las rectas se cortan.  

b)  El ángulo que forman las rectas es el ángulo agudo que forman sus vectores direccionales. Se tiene: 
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 Punto de corte entre dos rectas, recta y plano. 

La recta está determinada por el origen y por un vector normal al plano  n 1 ,1 ,1 . Su ecuación continua es: 

x y z
x y z

1 1 1
      

El punto de corte de la recta y el plano es:   x x x 3 x 1 x y z 1           es decir:   Q 1,1 ,1 . 

ANÁLISIS 

CÁLCULO DE LÍMITES 

 Indeterminación    
 

 
     Simplificando factores 

 

 
 

 Indeterminación            con radicales, multiplicar por el conjugado 

 

 
   2 2 2 2

2 2

2 2x x

4x 1 4x 3x 2 4x 1 4x 3x 2
lím 4x 1 4x 3x 2 lím

4x 1 4x 3x 2 

       
       

   
 

 

          
2

x

4x
lím



21 4x 

2 2 2 2x x

3x 2 3x 1 3x 3
lím lím

2x 2x 44x 1 4x 3x 2 4x 1 4x 3x 2 

  
  

       
 

 Indeterminación    
 

 
     con radicales, multiplicar por el conjugado 

 

 

   
           

2 2
2 2 2

3 3 3 32 2 2

5 2 5 25 2 0 5 4 9

3 0 3 5 2 3 5 2 3 5 2
x x x x

x xx x x
lím lím lím lím

x x x x x x x
   

        
    

            
 

6 6u v 2 4 1 1 1
cos arc cos 82º 10' 44"

u v 18 181 4 1 4 4 1 6 3 3 6
 

   
      

     
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   

    23 32

3 3 3 6 3

4 25 23 5 2
x x

x x x
lím lím

xx x
 

   
  

    
 

 

 Indeterminación                         
 

 
 
 
                                                

 

 
 

x x x x

3x x 6 x 6 x 2 4 12x
lim  3x 1 lim  3x lim  3x lim  

12x 2 x 2 x 2 x 2

x

x 6
lim  1 e e e e e

x 2
 

 

 

 

6

3x2x

x6

6

1x

x

1x

6

6

1x

3x

x

x

3x

x

x

3x

x

x
e

6

1x

1
1  lím

6

1x

1
1  lím

1x

6
1 lím1

1x

5x
 lím

2

2

2

22













































































































 

A) DERIVADAS.  

1) Cálculo de derivadas. 

2) Aplicación. 
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B) FUNCIONES 

1) Dominio 

2) Asíntotas. 

3) Continuidad. 

4) Derivabilidad. 

5) Calculo de extremos relativos. 

6) Puntos de inflexión 
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! 2  0

f’ > 0 f’ < 0 f’ > 0

 

 

SOLUCIÓN. 

a)  Por tratarse de una función racional:              
 

 
                   

b)  Los intervalos de crecimiento y decrecimiento dependen del signo de ' ( )f x : 

 

 
 2

2 2 2

( 2) 2 ( 1) ( 2)2 ( 2) ( 1) ( 2) ( 2)
' ( )

( 1) ( 1) ( 1)

x x xx x x x x
f x

x x x

       
  

  
 

 

Por tanto, la función es creciente en  ( , 2) (0 , )    y decreciente en ( 2 , 0) . 

 

c)  • Asíntotas verticales:     1x     pues  
1

( )
x
lím f x


 . 

         Posición relativa de la curva respecto a la asíntota: 

             
2 2

1 1

( 2) ( 2)

1 1x x

x x
lím lím

x x  

 
   

 
 

     • Asíntotas horizontales u oblicuas: 

   
2 2( 2) 4 4 1

3 3
1 1 1

x x x
x y x

x x x

  
      

  
  es una asíntota oblicua. 

        Posición relativa de la curva respecto a la asíntota: 

            
1 1

0 0
1 1x x

lím lím
x x

 

 
 

 
 

y = x+3
x = ! 1
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A) INTEGRALES 

1) Cálculo de integrales 

2) Aplicación. 

 

 Integrales con cambio de variable 

 

 

 
 Integrales partes 
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 Integrales Polinómicas Racionales (con división de polinomios) 

 

 
 

 


