I.LE.S.
RESUMEN MATEMATICAS Il (Septiembre 2016) % i «

1) ALGEBRA

A) MATRICES
1) Operaciones con Matrices: Suma. Resta, Multiplicacion.
2) Calculo de la matriz Adjunta, Traspuesta e Inversa de una matriz.
3) Calculo de rango de una matriz.

B) DETERMINANTES.
1) Calculo de determinantes de matrices cuadradas.
2) Propiedades de los determinantes.

C) RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES
1) Discusién de sistemas (Aplicacion de Rouché-Frobenius).
2) Resolucién de sistemas (Gauss o Cramer).

1) GEOMETRIA
A) VECTORES
1) Vectores linealmente independientes, base de R>.
2) producto escalar, producto vectorial y producto mixto. Aplicaciones.
3) Angulo que forman dos vectores.
B) ECUACIONES
1) Ecuaciones de la recta.
2) Ecuaciones del plano.
C) POSICIONES RELATIVAS
1) Posicidn relativa entre dos rectas.
2) Posicidn relativa entre dos planos.
3) Posicidn relativa entre recta y plano.
D) CALCULOS
1) Distancia entre dos rectas, dos planos, de recta a plano.
) Angulo que forman dos rectas, dos planos, recta y plano.
3) Punto de corte entre dos rectas, recta y plano.
) Recta interseccién entre dos planos.

I11) ANALISIS
A) CALCULO DE LIMITES.
B) DERIVADAS.
1) Calculo de derivadas.
2) Aplicacién.
C) FUNCIONES

1) Dominio

2) Asintotas.

3) Continuidad.

4) Derivabilidad.

5) Calculo de extremos relativos.

6) Puntos de inflexién
D) INTEGRALES

1) Cdélculo de integrales

2) Aplicacién.



CONTENIDOS EXAMEN DE SEPTIEMBRE h

Los contenidos del examen de septiembre seran segun el resumen anterior.
A continuacidn se pone un mero ejemplo de cada uno de los contenidos. En el examen los ejercicios seran

DISTINTOS pero similares.

MATRICES

e Operaciones con Matrices: Suma. Resta, Multiplicacidn.

Junio 08.

0 1 1 6 -3 -4 1 0 0
Opcién A. a) (1,5 puntos) Sean A, B, llasmatrices: A=|1 1 0|,B=|-3 2 1|,I=|0 1 0].
1 0 0 -4 1 5 0 0 1

Estudiar si existe algin valor de A =& para el cual se satisfaga (A—.}\I)2 =B.

011 A 0 0 -A 1 1
aj A-Al=|1 1 0|-|0 A O|=|1 1-2 O
1 00 0 0 A 1 0 -

A 1 1)(~ 1 1) (¥+2 241 -20) (6 -3 -4
(A=A’ =| 1 1-2 0 |{1 1-% 0 |=|-2a+1 a?2-2+2 1 |=[-3 2 1| =
1 0 )1 0o ) | -2 1 1+22) (4 1 5

Igualando, por ejemplo, los elementosaz: —2Ah=-—4 = |A=2].

Ahora basta comprobar que para A =2 los restantes valores de ambas matrices son iguales.

e Calculo de la matriz Adjunta, Traspuesta e Inversa de una matriz.

Septiembre 08.
. . a b -
Opcion A, (2,5 puntos) Hallar una matriz X:[ d] de orden 2 tal que AT'XA=B
C

o A el )

A'XA=B < XA=AB < X=A.-B-A"

3

1
‘:—3+2:—1
-1

HREC AR

X SR R (AdjA') = 1 = =
1 -1 2 3 |A| -2 -3

Por tanto:

xz(_?’z _11).

Calculemos A™: | A :‘

")
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DETERMINANTES

e Propiedades de los determinantes.

b) (1 punto) Se sabe que una matriz simétrica B de dimension 3x3 tiene como determinante -3.

Determine el determinante de lamatriz B+B* donde B' denota la traspuesta de E.

Si B es simétrica entonces B' =B = |B+ B‘| =|2B|=2°|B|=8.(-3) =24

e Inversa de una matriz por adjuntos

Junio 12.
1 0 1
a) (1,5 puntos) Comprueba que la matriz M es inversible y calcule su inversa, donde M=| 2 1 1
-1 2 2
01
Mes mversiblesi | M |=0: | M|=|2 1 1[=2+4+1-2=5=0 = M tieneinversa
-1 2 2
« Calculemos la matriz adjunta (AdjM) v después la traspuesta de la adjunta (AdjM)":
1 1 21 21 01 1 1
4y = =0 a4y == ==3 ER =3 n=" =2 4, = =3
2 2 -1 2 -1 2 2 2 -1 2
1 0 01 11 1 0
a,,=-— =-2 ; a;= =-1 a;, =— =1 a; = =1
- -1 2 11 N 21 ' 21
[0 -5 5 (0 2 -1
Luego (AdiM)= 2 3 2| = (AdiM)=|-5 3 1
-1 1 1) 5 2 1)
_ (0 2/5 -1s)
- L (AdIM)’ / !
+ Por tltimo: M~ =W= -1 3/53 15
) 1 =2/5 15 )
DISCUSION DE SISTEMAS
e Aplicacion Rouché-Frobenius y resolucion de sistemas por Gauss
1 a) (1,5 puntos) Determine para qué valores de m el siguiente sistema de ecuaciones:
mx+2y+6z=0
x+my+4z=12
2x+my+6z=m—1
es compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.
SOLUCION.
‘m 2 6| 0 )
Las matrices de los coeficientes, A, v ampliada, B, son: 2 m 4 2 |. Comparemos sus rangos:
2 m 6 |m-1)



m 2 6 '

4|=6m? +12m+16—-12m—-4m° -24=2m"-8=0 = m==2
6

]

m
2 m

-Para m=+2: rgA=rgB=3=n"deincogmtas => el sistema es compatible determinado

2 6|0 2 2 6 |0
m=2= 2 4(2|~]0 0 2 |-2| rgA=2 vy rgB=3=»sistema incompatible
2 611 0 0 0 I-1

2

2

2

-2 2 6 |0 -2 2 6

m=-=2=[2 -2 4 |2 |~ 0 10 |2 rgA=2 vy rgB=3=>»sistema incompatible
2 -2 6 1-3 0 0 12 1-3

xtytz=1
a) [1,5 puntos] Discutir v resolver en funcion de los valores del parametro m el sistema lineal mx +m’'y +m'z =1

.
mx+my+mz=1

Estudiemos los valores del parametro para los que el rango de A es el maximo posible:

1

(]

1 1
m m* m|=mt+tmirmt - - - emt - 2w tm? =0 = mz(m:—2m+l =0 =
m m m

= mE(m—l)EZD = m=0_ m=1

CPara m#0 yvm#1: rgA=rg B=3=n" deincognitas = el sistema es compatible determinado.

Resolvemos
1 1 1 1 1 1 1 1
Sim=#0,1=/m m*> m*|1 |~|0 m-m?> m-m? | m-1
m m m?l1l 0 0 m-m? | m-1
(Mm-m’)y+(m-m?)z=m-1
: (m-miy—(m-m)E-m-1  x+y+z=1
(m-m*)z=m-1 m 1
1 X——=1
L m-1 _ m-1 | 1 (m—mz)y:(m—mz)a+m—1: m
S (m-m?) -m(m-1) | m
( ) (M= m-m*+m?-m x=14+L _|M*d
————————————————— T:O m m
y:o _________________

Qué pasa si m=0
1111

m=0=|0 0 0|1 | Rango A=1, Rango A*=2 por RF, sistema incompatible
0 0 O0I1



Qué pasa si m=1

m=1=|1 1 1|1| Rango A=Rango A*=1 por RF, sistema compatible indeterminado
11111

Solucién con dos grados de libertad (n2 incdgnitas-rango A)
X+y+z=1

X=1l-p-A
y=u
Z=\

GEOMETRIA

Septiembre 06. a) Estudiar la dependencia o independencia lineal de los vectores U=(2,U,9),
v=(3,-1,2), w=(5,-1,4). [0,75 puntos]

b) Dadoslos planos: 1, :3x—y+2z2+1=0 y m,:2x+y—-52—-1=0, determinar el angulo que forman.

[1,75 puntos]

2 0 9

a) |3 -1 2/=-8-27+45+4=14+0 luego los vectores son linealmente independientes.
5 -1 4

b) el angulo que forman dos planos es el angulo que forman sus vectores normales, hallaremos su producto escalar.

|y -0y | =| Ny |Ny| cosa = cosa = [6-1-10] > >

= = =0,243975 =
\/32+(—1)2+22-\/22+12+(—5)2 \/ﬂ\/% \/420

la =75 52 43|

ECUACIONES DE RECTAS Y PLANOS Y POSICIONES RELATIVAS

Junio 04. Seanlos puntos A(2,3,0) y B(-2, 1, 4). Determinar:
a) Ecuacién del plano Tl mediatriz del segmento ABE [0,5 puntos].

b) El volumen del tetraedro formado por T vy los tres planos coordenados [1 punto].

c) Ecuacién de la recta perpendicular al plano TU que pasa por el origen [1 punto]

Nota: El plano mediatriz de un segmento es perpendicular al segmento y pasa por su punto medio.

a) El vector N_%:(—4, -2, 4) es un vector normal del plano. Su ecuacion es por tanto: —4x—2y+4z +D =0.

. X +X YitY,
Como el planozpasa por el punto medio del segmento AB,

Z,+Z,
y y :0,2,21
2 2 2 ] (0.2.2)
_4*0-2%244%*24D=0 D=-4.

Por lo tanto, la ecuacién del plano 7 es: —4X—2y+4z—-4=0

b) El tetraedro tiene por vértices el origen O y los puntos de interseccién del plano 7 con los ejes coordenados:



2X+y—-22+2=0
Z

«Conox: {y=0 = X(-1,0,0) = 0X=(-1,0,0)
z=0
X
0
2X+y—-2z+2=0
*«ConOY: {x=0 = Y(0,-2,0) = 0Y=(0,-2,0) v
z=0

2X+y—-22+2=0

*Con0Z: {x=0 = 2(0,0,1) = 0z=(0,0,1)
y=0
1 AN
portanto: V =~ |[OX, 0V, 0Z]|=| |0 -2 0 |=|=2|=7
6 6 6 3
0O 0 1
c) Larecta estd caracterizada por el origen de coordenadas y el vector direccional AB . Su ecuacién continua es:
X z X z
—4 -2 4 2 1 -2

2 a) (1 punto) Encuentre la ecuacion general { Ax+ By +Cz+ D =0) del plano gue es paralelo a la recta

x-1 z—3
P =y=
2 4

y que contiene los puntos P=(1,1,1) y 0 =(3,5,0).

b) (1,5 puntos) Calcule el angulo que forman las dos rectas siguientes:

2x—-y =-1
r
2x—z =-4

x-3 y—-4 z+5
2 -1 2

l-l,.l.

SOLUCION.
a) El vector direccional de la recta es uno de los que determina el plano: u=(2,1.4) También el vector

PQ =(2.4,-1). La ecuacion del plano es:

x-1 2 2
v-1 1 4 |=0 < -—-x+1+8yv—-8+8z-8-2z+2-16x+16+2v-2=0 < 17x-10v-6z-1=0
z-1 4 -1

b) Obtengamos las coordenadas de los vectores direccionales de ambas rectas:

. X=4
2x—y=-1 yv=2x+1
ST ) = < 4 y=14+2h = 1=(1,2.2) r': v=(2,-1,2)
2x—z=—4 Z=2x+4 -
- L z=4+2
|1i-\"|_ |2-2+4| 4

—g = a:arccos%:é? 36" 44"

T Jira+4. Jar1+4 33



4

Junio 08.

x—1 y+5 z+3
= -

a) (1 punto) Estudiar laposicion relativade r v .

Opcidn A. Considerarlarecta r= vel plano m=2x+4y+4z="5.

b} (1,5 puntos) Calcular la ecuacion implicita de un plano 1, que esperpendicular a i y contiene ar.

a) Vector direccional delarectar: U=(2,-5,4). Vectornormalalplano n: f=(2,4,4)

Como U-N=4-20+16=0 = entonces son perpendiculares luego la recta es paralela al plano o estd contenida en
él.
Un punto de larectaes P (1, -5, —3). Veamos si estd también en el plano: 2—-20-12#5 = el punto no pertenece

al plano vy, por tanto, la recta y el plano son paralelos

b) El plano 7, estd determinado por un punto de r, por ejemplo P (1, -5, —3), un vector direccional de r, por ejemplo

u=(2,-5,4),yun vector normal a n, por ejemplo ii=(2,4,4)~(1,2,2). Su ecuacién es:

Xx-1 y+5 z+3
2 -5 4 |=0 < -18(x-1)+9(z+3)=0 < -18x+18+9z+27=0 < -18x+9z+45=0 <
1 2 2

o [2xz5=0]

Septiembre 13.

x—1 -2 2 f)(—\,-’—z:[]
ALY conk#0 , s:
k 2 -1 2x—y=1

Dadaslasrectas: r:

a) (2 puntos) Estudie las posiciones relativas de las rectas segtin los diferentes valores de k.

b) (0,5 puntos) éExisten valores de k paralos que las rectas son perpendiculares?

a) u=(k, 2. -1) esun vector direccional dery P(1.2.0 ) un punto de la misma_

Busquemos un vector direccional de s:

r

x—-y-z=0 Z=%—7% [z=x—-2x+1=—x+1 AfD,-1,1) — .
4 ¥ = J B <] = dos puntos de s: 0. ','] v=AB=(1,2,-1)
| 2x-y=1 [y=2x-1 [y=2x-1 B(1,1.0) ' ‘

- 81 k=1: u|lv = rvssoncomecidentes o paralelas. Como Pgs pues sus coordenadas no verifican las ecuacio-
nes de s, las dos rectas son paralelas.

- 8i k=1: lasrectas se cruzan o se cortan. Consideremos un vector de origen enr y extremoens: PB=(0,-1.0) ¥

veamos si los vectores i, v y PB son linealmente dependientes (las rectas se cortan) o independientes (las rectas se

cruzan):
k2 -1
1 2 -1|=1-k=0 ¥k=1 = los vectores son independientes v por tanto las rectas se cruzan.
0 -1 0

b) Lasrectas son perpendiculares si u-v=0 < k+4+1=0 = k=-5



A. 2. a) (1,25 puntos) Estudie la posicion relativa de los planos:
m2x+3y—z=1
x=2A+u
n':{z =1—-pu
z=—14+21+nu

b) (1,25 puntos) Encuentre la recta que pasa por el punto P = (0,1, 1) y es perpendicular al plano
7. Escriba la ecuacién de la recta como interseccion de dos planos.

1 1 X
a) Escribamos el plano 7' en forma general: 0 -1 v-1|=—z-1+2y-242x-v+1l=2x+v—-z-2=0
2 1 z+1

r

. : |
En el sistema formado por las ecuaciones de ambos planos 12 )
2x+y—z=2

2x+3y—z=1 .
se tiene: rgA=1gB=2 = los planos

se cortan en una recta.
b) Larecta queda determinada por el punto P(0.1,1) vun vector normal al plano n': n=(2.1,-1).

Su ecuacion continua es:

b |
-

|

—

]

|

—
p——

x=2y-2 [x-2y+2=0
4

-x=2z-2 [ x+2z-2=0

e Distancia entre dos rectas, dos planos, de recta a plano.

styo, T 2X+2y+2-3=0 o0=2x+2y+2+1=0

Calcular la distancia que hay entre ambos plano

Los planos 7 y o son paralelos con el mismo vector normal.. La distancia entre ambos es:

D-D -3-1 4

) JA? + B2 42 ) J22+22412 | 8

e Angulo que forman dos rectas, dos planos, recta y plano.

X+y+z=0

Septiembre 07. Dadas las rectas r= , s=x=y+4=27—8
x—z+4=0

a) Comprobar que se cortan.  [1,5 puntos]

b} Hallar el angulo que forman. [1 punto]

a) Obtendremos un vector U direccional de r y un vector V direccional de s que deben ser linealmente independientes

5
(sus coordenadas no deben ser proporcionales). Asimismo, un vector AB cuyo origen sea un punto de r y cuyo extremo
sea un punto de s que deberad ser linealmente dependiente de U y V.

z=4: x=0,y=-4 = A(0,-4,4)

AP=(-4,8,-4) ~ TU=(1,-2,1
z=0: x=-4,y=4 = P(—4,4,0) = ( 8, ) u (, ,)

X Dos puntos de r son: {

Xx-0 y+4 z-4
1 1 1/2

X La ecuacién de s viene dada en forma continua:

por lo que un punto es B(0,—4,4) y un

vector direccional V=(2,2,1)

Puesto que las coordenadas de U y V no son proporcionales, los vectores no tienen la misma direccion = las rectas se
cortan o se cruzan. Como ademas tienen un punto comun: A =B, las rectas se cortan.

b) El dngulo que forman las rectas es el angulo agudo que forman sus vectores direccionales. Se tiene:



uv |_
]| v]

:ﬁ = a=arc cos§:82010‘44"

1| 1
_| J6-3| 3/6 18

e Punto de corte entre dos rectas, recta y plano.

CoOsa =

2-4+1
J1+4+1-[4+4+1

o

plano m=x+y+z=3. Obtener el punto de corte de la recta con el plano .

Opcion B. a) (1,25 puntos) Calcular la ecuacidon de la recta que pasa por el origen y es perpendicular al

La recta esta determinada por el origen y por un vector normal al plano 1 = (1 , 1,1) . Su ecuacion continua es:

X & [ x=y=z
1

El punto de corte de larectayelplanoes: X+X+X=3 = X=1 = X=y=z=1 esdecir: Q(l,l,l) .

ANALISIS

CALCULO DE LIMITES

e 0
e Indeterminacion o Simplificando factores

hilES
(1-x) -1
Utilizar el cambio de variable t* =1—x para calcular el siguiente limite: |im ————
= X

t=1-x = x=1-tf yeuando x—0 = t =1 = t—l

. (1-x)"-1_ t-1 _o_, t-1
Setiene: Im —=lim ——=—=1lm =—

it X =l 1=t 0 = —(t-1) (£ +t+1)

1
3

e Indeterminaciéon oo — oo con radicales, multiplicar por el conjugado

Calcular ||m(.J4x +1- \/4:{ —3x+2)

H—teo

lim (\/4x +1- \/4x —3x+2) o= Iim (\/4x2+1—\/4x2_3x+2)(\/4X2+1+\/4X2_3x+2):
X—>+00 X—>+0 4X2 +1+ 4X2—3X+2
J J

i A Al k-2 3x -1 3 _[3

li
v Jax? 41 [axE-3x+2 7 \[4x? +14 [ 4x? —3x+2 T xe2x |4

.., 0 . - .
e Indeterminacion o con radicales, multiplicar por el conjugado

¥ -5-2 0 (X2‘5 2)'(\/E+2) X2 —5_4 2_g

. . X
=lim =lim =

o3 x=3 0 =% (x-3). (\/E+2) x3 (x—3)-(ﬁ+2) 3 (x—3)-(ﬁ+2)




i (x+3)-(x-3) lim x+3  _6_3
3 (x—3)~(\/x2—5+2) >3 x*-5+2 4 2
. .y . 1\ . li f 1
e [Indeterminacién 1% lim,_, . (1+;) =e lim,_, f(x)g(x) = eliMx-00 gX)(F()-1)
% 6\I3x
Calcule el limite: ~ lim |
T—s+0 \3_2_;.
33X . X+6 . X+6—X—2 . 4 . 12x
(e [ [ st] [
11 — 136 —e +00 X+2 —e +o0 X+2 —e +00 X+2 —e +oo \ X+2 :elz
X——+00 X+2
. X+5 -
Calcular lim | —— |#3
X=te ¥ —1
6x?
ixi’li X-1 142,053
X2 2 x+3 6 x-1 6
im (25253 1% = fim [14 6 )i im |14 — —dim | |1+t =eb
x40\ X =1 X—>+00 -1 X—>+400 x-1 X—>+0 -1
6 6

A) DERIVADAS.
1) Calculo de derivadas.
2) Aplicacién.

(2,5 punros)  Se dispone de una cartulina cuadrada como la del

dibujo, cuvo lado mide 50 cm. En cada una de las esquinas se corta un =~ ]
cuadrado de lado x con el fin de poder daoblar la cartulina v formar una x x
caja, sin tapa. jCudl debe ser el lado x del cuadrado a cortar para que el N -
volumen de I caja sea maximo? ’
SOLUCION. S0 em
La funcion volumen es: Vix) ={_5O—2x:]1 X =2500%—200x" +4%° . .
V'(x)=2500-400x+12x" =0 = 1
| 50 cm

400+ ,,‘ 160000-120000  400+£200
x = = =

24 24

olR B

) V'(25)=0 = minimo
V"x)=—-400+24% S .
V"(25/3)<0 = mdximo

25 .
luego para que el volumen de la caja sea mdximo, deben cortarse cuadrados de S 8,3 cmen cada esquina.



(2 puntos) Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados que no tienen ningun lado comun vy
que satisfacen que el perimetro de uno de ellos es triple que el de otro y, ademas, se necesitan

1248 metros de valla para vallar completamente los tres campos, de manera que la suma de las
areas es la minima posible.

SOLUCION

Tenemaos:

X Ix . dx+12x+4z=1248 = z=12484ﬂ=312—4x

La funcion que debe ser minima es:

f(x)=x"+(3x :]2 +{_312—-ﬂ,:-<:]2 =x +9x° +97344 +16x° —2496x = 26x" — 2496x+ 97344

249
52

Por lo tanto, el lado del primer cuadrado debe ser de 48 metros, el del segundo 144 metros y el del tercero 120 m.

f'ix)=52x-2496=0 = x= 48 ycomo f'"(x)=52>0 = para x=48 lasuma de las dreas es minima.

B) FUNCIONES

1) Dominio
2) Asintotas.
3) Continuidad.
4) Derivabilidad.
5) Calculo de extremos relativos.
6) Puntos de inflexién
Sea la funcién f(x)=—
X' —-xX-6

a) (0.5 puntos) Determine el dominio de f(x)
b) (0.3 puntos) Estudie sila funcién f(x) es continua. Sino lo es, determine los puntos de discontinuidad.

¢) (1,5 puntos) Determine los posibles méximos v minimos, asi como las asintotas de £(x).

SOLUCION.

1£./1+24 1£5

5 =< _,,2 = D(f)=k-{-2.3}

b) La fimcion tiene dos puntos de discontinmdad (con asintota vertical)en X =—2 yven x=3.

) x*-x-6=0 = x=

¢) - Miximos v minimos:

. |
(x‘—x—ﬁ) 2
—2(x* -x-6) —(-2x+1)2(x* -x-6)(2x-1) r

f"(x)=

_ es un maximo de la funcion.

1\
- - f'l= <0 = x=
[x*—x-6] W2)

1
2



- Asintotas:

. . - } 1 . 1
x=-2 v x =3 son dos asintotas verticales de la funcion pues lim ——— =0 y lim ————=w_
) -2 X°—-X—-0 = KT -X—-6

Estudiemos la posicion de la curva respecto a sus asintotas:

h,
, 1 o 1 ) k
lim — =+x ; lm ———=—x
=1 X —N—6 =2 X —X-—6
. 1 . 1
lim ———=—¢ : lim ————=+» — Ny
=i X —X—6 =3 X —x-—-6 B 1:0
. : . . 1
v =0 esuna asintota horizontal de la funcion pues lim ———=0:
=E KT X6 ( -\
- - - P 1 + . 1 + x=-1 =3
Posicion relativa: Iim ——M=0 ; lim ———=0
T—=-= X —X—8§ T—m WS —K—6
Junio 07.
.. . . |:><+2]2
1. Sealafuncion f:lE —E definidapor f(x)=
Xx+1

a) [0,5 puntos] Calcular su dominio.
b) [1 punto] Estudiar susintervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) [1 punto] Analizar sus asintotas verticales, horizontales y oblicuas y determinar las que existan.

SOLUCION.
a) Por tratarse de una funcién racional: {D(f) =R-— {z +1= 0} =R-— {—1}}

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento dependen del signo de f'(X):

>0 , <0 >0
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a (x+1)° a (x+1)? C(x+))?

fr ()

Por tanto, la funcién es creciente en (—o0,—-2)U (0, ) y decreciente en (-2,0).

c) ® Asintotas verticales: X=-1 pues lim f (X)=o0.
X—>-1
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Posicion relativa de la curva respecto a la asintota:

2 2
lim &+ _ im &2 _

x> X+1 x—>-1" X+1 %‘

¢ Asintotas horizontales u oblicuas:

(x+2)° x*+4x+4 1 ) , \V
= =X+3+—— = Yy=X+3 esuna asintota oblicua.
X+1 X+1 X+1

Posicion relativa de la curva respecto a la asintota:

lim i:0 lim i:O+
x>0 X+1 x—+0 X +1




A) INTEGRALES
1) Cdélculo de integrales
2) Aplicacién.

e Integrales con cambio de variable

Usando el cambio de variable t = cos(x), calcule:
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24 t+1 27 t—-1 2 - ’ 2 t+1 t+1
=cosx+In EI]SM_1+I{’,‘
cosx+1

e Integrales partes

- 1 . .
Calcule la integral IDT e™* genx cosx dx usando el cambio de variable senx =t

snx . u=t = du=dt
senx=t = cosxdx=dt = Je senxcosxdx:[e-i-dt: =

dv=e'dt = v=e'|

=t-et—Ie‘ dt=t-e'—e' =e'(t—1)=e"""(senx 1)

Por lo tanto: j;ﬂ G senxcosxhz[eﬂx(senx—l}}?: =e(1-1)-e"(0-1)=1



e Integrales Polindmicas Racionales (con division de polinomios)

' +11x

Caleule la siguiente intepral indefinida j dx
2% —2x+12
SOLUCION.
Descomponemos la funcion racional en suma de fracciones simples:
1 -2-2 12 . 4+ 16— 24
2l -2 8 12 FoEA6=0 = x= | o o 2w+ 12=(x+2) (X —4x+6)
[1 4 6|0 X+2)
X' +11x _ A Bx+C Ax —4Ax +6A + Bx® +Cx+"Bx+”C
X -2%°-2%+12 x+2 X°-4x+46 (x+2)(x"-4x+6]
o ‘ , | A+B=1 B=1-A = B=2
(A+B)x" +(—4A+2B+C)x+(BA +2C)
== - =~ - - ' - 4 —4A+2B+C=11 = —4A+2-2A-3A=11 = A=-1
X —-2IxT-2x+12
[ 6A+2C=0 C=-3A = C=3
2 _ 2
Se tiene entonces: j - x1+11x dx:j dx+j1d(—+3dx=(1)
X —2x"-2x+12 x+2 X —4x+6

Calculemos cada una de las integrales:

j -1 dx=—1n|x+2|
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Por tanto: (2) = ln‘ x° —4x+6|+ ?'{E arlc‘rg:,{;\!_’}2
X' —4x+6
X+2

= (1)=—ln|x+2|+]n‘x]—4x+6|+?{5arctg 2.
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Esdecir: dx=
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